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円周率が 3.05 より大きいことを証明せよ。

∫ 1

0

dx

x2 + 1
=

π

4
であることについて

x = tan θとおくと、dx =
1

cos2 θ
dθ

x 0 → 1

tan θ 0 → 1

θ 0 → π
4∫ 1

0

dx

x2 + 1
=

∫ π
4

0

1

tan2 θ + 1
· 1

cos2 θ
dθ =

∫ π
4

0

dθ =
[
θ
] π

4

0
=

π

4

O

y

x

A B

(
1√
3
,
3

4

)

C 1

D

E

S1 S2

f(x) =
1

x2 + 1
とおくと

f ′(x) = − 2x

(x2 + 1)2

f ′′(x) = −2 · 1 · (x2 + 1)2 − x · 2(x2 + 1) · 2x
(x2 + 1)4

=
2(3x2 − 1)

(x2 + 1)3
=

2(
√
3x+ 1)(

√
3x− 1)

(x2 + 1)3

0 ≦ x ≦ 1 では f ′(x) ≦ 0 であるから関数は単調減少
f ′′(x) = 0 とすると x =

1√
3

0 ≦ x ≦ 1√
3
で上に凸で， 1√

3
≦ x ≦ 1 で下に凸

変曲点は
(

1√
3
,
3

4

)
変曲点における接線の方程式は f ′

(
1√
3

)
= − 3

√
3

8
であるから

y − 3

4
= − 3

√
3

8

(
x− 1√

3

)
∴ y = − 3

√
3

8
x+

9

8

x = 1 のときは、y =
9

8
− 3

√
3

8

A(0, 1), B

(
1√
3
,
3

4

)
, C

(
1√
3
, 0

)
, D

(
1,

9

8
− 3

√
3

8

)
, E(1, 0) とおく。

y = f(x) (0 ≦ x ≦ 1) と x 軸で囲まれた面積を S，2 つの台形 OABC と CBDE の面積をそれぞれ S1, S2 とすると
S > S1 + S2 が成り立つ。
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