
【整角４角形 Q(20, 30, 25, 30)】
次の図で ∠CAD を求めよ。

数学セミナー 1997(?)年 11月 p36 より

数学セミナー 1998年 3月 p67「セミナー Q&A」欄で取り上げられた質問
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∠ABC = ∠ABD+ ∠DBC = 20◦ + 30◦ = 50◦, ∠BCD = ∠BCA+ ∠ABD = 25◦ + 30◦ = 55◦

まず，線分 BC 上に AB = AP を満たす点 P をとると，

∠APB = ∠ABP = 50◦

△PAC の内角と外角の関係から

∠PAC = ∠APB− ∠ACP = 50◦ − 25◦ = 25◦ = ∠PCA
よって，△PAC は PA = PC の二等辺三角形となる。

次に，線分 AP に関して点 B と反対側に AP を一辺とする正三角形を作り，第 3 の頂点を Q とすると，

PA = PQ = AQ であるから，△PCQ は PC = PQ の二等辺三角形である。

△PCQ の内角と外角の関係から

∠PCQ =
1

2
∠BPQ =

1

2
(50◦ + 60◦) =

1

2
× 110◦ = 55◦ = ∠PCD

ゆえに，点 Q は直線 CD 上にある。 · · · · · · 1⃝

△ABQ で，AB = AQ より

∠ABQ = ∠AQB =
1

2
(180◦ − ∠BAQ) =

1

2
(180◦ − 80◦ − 60◦) = 20◦ = ∠ABD

ゆえに，点 Q は直線 BD 上にある。 · · · · · · 2⃝
1⃝, 2⃝ より，点 Q は問題の点 D と一致する。

ゆえに，∠CAD = ∠PAD− ∠PAC = 60◦ − 25◦ = 35◦

二等辺三角形や正三角形を無理矢理作るのです。

この解答から，問題を【一般化】する。

∠DBC = ∠ACD = 30◦, ∠ABC = 2∠ACB ならば
∠BCA+ ∠CAD = 60◦ である。ただし 15◦ < ∠ACB < 45◦ です。
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【解答】 別解
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∠ABC = ∠ABD+ ∠DBC = 20◦ + 30◦ = 50◦, ∠BCD = ∠BCA+ ∠ABD = 25◦ + 30◦ = 55◦

まず，線分 BC 上に AB = AP を満たす点 P をとると，

∠APB = ∠ABP = 50◦

△PAC の内角と外角の関係から

∠PAC = ∠APB− ∠ACP = 50◦ − 25◦ = 25◦ = ∠PCA
よって，△PAC は PA = PC の二等辺三角形となる。

次に，直線 CD 上に PC = PQ を満たす点 Q をとると，

∠PQC = ∠PCQ = 50◦, ∠CPQ = 180◦ − 2∠PCQ = 70◦

∠APQ = 180◦ − (∠APB+ ∠CPQ) = 60◦

PA = PQ = PQ であるから，△APQ は正三角形である。

よって，△ABQ は AB = AQ の二等辺三角形である。

∠ABQ = ∠AQB =
1

2
(180◦ − ∠BAQ) =

1

2
(180◦ − 80◦ − 60◦) = 20◦ = ∠ABD

ゆえに，点 Q は直線 BD 上にある。

以上のことから，点 Q は 2 直線 CD, BD の交点である。

よって，点 Q は問題の点 D と一致する。

ゆえに，∠CAD = ∠PAD− ∠PAC = 60◦ − 25◦ = 35◦



【整角４角形 Q(20, 30, 25, 30)】
次の図で ∠CAD を求めよ。

数学セミナー 1997(?)年 11月 p36 より

問題

A

B C

D

30◦

20◦

25◦

30◦

θ

【解答】
解答

A

B C

D

30◦

20◦

25◦

30◦

θ

O

E

別解 榎本孝一さん (東京都)の解答を参考。

△BCD の外接円の中心を O とすると，)

CD の円周角と中心角の関係より，

∠COD = 2∠CBD = 60◦

よって △OCD は正三角形である。

∠DCA = 30◦ より，直線 CA は線分 OD の垂直二

等分線である。

すなわち、2 点 O と D は直線 CA に関して対称の

位置にある。

よって △ADC ≡ △AOC

また，対角線 AC, BD の交点を E とすると

△EDC ≡ △EOC

∠OEC = ∠DEC = 30◦ + 25◦ = 55◦ · · · · · · 1⃝
また ∠OBC = ∠OCB = 60◦ − 55◦ = 5◦ より

∠ABO = 20◦ + 30◦ + 5◦ = 55◦ · · · · · · 2⃝
1⃝, 2⃝ より，4 点 A, B, O, E は同一円周上にある。

円周角の定理より，

∠EAO = ∠EBO = 35◦

△ADC ≡ △AOC であるから，

∠CAD = ∠CAO = ∠EAO = 35◦
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図のように，対角線 AC に関して △ACD を対称移動する

と，△CDP は正三角形である。

∠CPD = 60◦, 2∠CBD = 2× 30◦ = 60◦ より P は △BCD

の外心である。

対称性から

∠CEP = ∠CED = 30◦ + 25◦ = 55◦ · · · · · · 1⃝
PB = PC より

∠PBC = ∠PCB = 60◦ − (25◦ + 30◦) = 5◦

よって，∠ABP = 20◦ + 30◦ + 5◦ = 55◦ · · · · · · 2⃝

1⃝, 2⃝ より ∠CEP = ∠ABP が成り立つ。

したがって， 4 点 A, B, P, E は同一円周上にある。ゆえに

∠APE = ∠ABE = 20◦

また，対称性から

∠ADB = ∠ADE = ∠APE = 20◦

∠CAD = 55◦ − 20◦ = 55◦


